
Lezione n.4 - 16/3/2007
30 marzo 20071 Rihiami dalle lezioni preedenti1.1 Insieme miroanonio
(N;V;E) = numero di stati (1)P� = 1
(N;V;E) (2)S = kBln
(N;V;E) (3)Le grandezze oniugate si riavano da N;V;E; S, e dalla dipendenza di queste da 
, ad es:� = 1kBT = 1kB � �S�E�N;V = ��ln
(N;V;E)�E �N;V (4)1.2 Insieme anonio Q(N;V; �) = X� e��E� (5)P� = e��E�Q (6)< E >= ��� lnQ�� �N;V (7)A = � lnQ� (8)Altre grandezze oniugate si riavano da N;V; �;A, e dalla dipendenza di queste da Q, ades: S = ���A�T �N;V = k�2 ��A�� �N;V = �k�20�� lnQ��� 1AN;V (9)
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1 RICHIAMI DALLE LEZIONI PRECEDENTI 21.3 Potenziali termodinamii e insiemi statistiiLe equazioni (1), (2), (3) he abbiamo sritto sull'insieme miroanonio (N;V;E) i dionohe la dipendenza di S da N;V;E he è alla base della termodinamia è interpretabile da unpunto di vista mirosopio ome la dipendenza di S da 
(N;V;E):S = S(
(N;V;E))Notiamo he S è una proprietà statistia dell'insieme (non si può de�nire S di un miro-stato).
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Figura 1: S dipende da (V;E) in quanto 
 dipende da (V;E)Nel piano V � E (trasuriamo per sempliità N) ad ogni punto orrisponde un valore diS (marosopiamente), ovvero di 
! S(
) (mirosopiamente).Naturalmente, nell'equazione di stato possiamo segliere una qualunque delle variabilimarosopihe ome dipendente dalle altre:E = E(S; V;N) (10)Dalla termodinamia onosiamo la relazione fondamentaledE = TdS � pdV + �dN (11)questa equazione desrive (S; V;N) ome le variabili naturali di E, e (T; p; �) ome le relativegrandezze oniugate: T = ��E�S �N;V



1 RICHIAMI DALLE LEZIONI PRECEDENTI 3p = ���E�V �N;S� = � �E�N �S;VSe è de�nita l'equazione di stato (10) sono de�nite anhe tutte le derivate diE, ioè le grandezzeoniugate.Ciò signi�a he1. solo tre grandezze termodinamihe sono variabili indipendenti2. le grandezze oniugate possono essere riavate dalle altre, e quindi da 
(N;V;E); peresempio, � = �(
) da S(
), fr la (4)3. possiamo ostruire delle funzioni termodinamihe he siano funzioni naturali di T e/o pfaendo le opportune trasformate di Legendre di E, ad es.:A = E � TSdA(T; V;N) = �SdT � pdV + �dNLe trasformate di Legendre di E, ome A, sono dette �potenziali termodinamii�.A questa diversa rappresentazione marosopia orrisponde una diversa rappresentazionemirosopia (l'insieme anonio), in ui la quantità statistia aratterizzante non è 
 ma Q.L'energia libera di Helmholtz, A, è funzione naturale di N;V; T , e dal punto di vistamirosopio - ome S nella rappresentazione N;V;E - è una proprietà statistia dell'insiemeanonio. L'equazione statistia per A A = � lnQ�disende dalla sua de�nizione ome trasformata di Legendre di E, in base alla quale1Emarosopio = �� (�A)�� �N;Ve dal onfronto di quest'ultima on la media di E sull'insieme anonio:Emarosopio =< E >=X� P�E� = ��� lnQ�� �N;VLe equazioni dell'insieme anonio (5), (6), (8) diono he la dipendenza di A da �; V;Nè interpretabile mirosopiamente ome la dipendenza di A da Q(�; V;N). Sul piano V � T(oppure V � �) ad ogni punto orrisponde un valore di A (marosopiamente); o un valoredi Q ! A(Q; �) (mirosopiamente). Le grandezze oniugate S; p; � possono essere riavateda A; �; V;N tramite Q; fr. ad esempio (9)1vedi avanti
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Figura 2: A(V; �) dipende da Q(V; �) attraverso < E >2 Insiemi miroanonio e anonio: approfondimenti ed esem-pi2.1 Dimostrazione he E = ��(�A)�� �N;VInfatti �� (�A)�� �N;V = A+ � ��A�� �N;V= A� �kBT 2 ��A�T �N;V= A� T ��A�T �N;V= A+ T S (12)= (E � TS) + TS (13)= Edove abbiamo utilizzato la de�nizione di A ome trasformata di Legendre dell'energia maro-sopia E: A = E � TSal penultimo passaggio, e S = ���A�T �N;V



2 INSIEMI MICROCANONICO E CANONICO: APPROFONDIMENTI ED ESEMPI 5al passaggio preedente2.2 Le funzioni 
 e Q ome trasformate di Laplae nel aso limiteL'insieme miroanonio e l'insieme anonio, ome i diversi potenziali termodinamii, sonodue rappresentazioni diverse dello stesso sistema; quindi i risultati ottenuti on l'uno e onl'altro devono oinidere per valori oinidenti delle ondizioni marosopihe. In e�etti, nellimite N !1 i due sistemi oinidono; vedremo subito he in questo limite le �uttuazioni diE nell'insieme anonio si annullano. Si può intuire la onnessione tra le due statistihe anhesotto un aspetto più generale.Immaginiamo di raggruppare, in Q, gli stati � he hanno lo stesso livello di energia El:Q = X�(stati) e��E�= Xl(livelli)
(El)e��Eldove abbiamo utilizzato il fatto he il numero degli stati 
(El) è la degenerazione del livello l.Se il sistema è grande, la spaziatura tra i livelli si annulla, e la somma si trasforma in unintegrale: Q ! Z dE �
(E)e��Edove abbiamo sostituito 
 ! d
(E) = �
(E)dE, on �
(E) densità di stati. In un sistemadi dimensioni in�nite Q i appare quindi ome la trasformata di Laplae di �
(E). Sappiamodalla matematia he le trasformate di Laplae sono unihe. Pertanto, Q e 
 ontengono lastessa informazione.2.3 Fluttuazioni di E nell'insieme anonioUn sistema nel punto N;V; T ha anhe un valore de�nito della E marosopia; ma il valoredi E nell'insieme anonio non è unio: Emaros =< E >.Tuttavia si può vedere he il valore (relativo) delle �uttuazioni di E è piolissimo in sistemidi dimensioni normali.La deviazione media dell'energia dal suo valore medio < E > è< (ÆE)2 > = < (E� < E >)2 >= < E2 � 2E < E > + < E >2>= < E2 > �2 < E >< E > + < E >2= < E2 > � < E >2Calolando le medie e tenendo presente heP� E�e��E� = � ��Q�� �N;V e heP� E2�e��E� =��2Q��2 �N;V : < E2 > � < E >2 = X� P�E2� �  X� P�E�!2



2 INSIEMI MICROCANONICO E CANONICO: APPROFONDIMENTI ED ESEMPI 6= 1QX� E2�e��E� � 1Q2  X� E�e��E�!2= 1Q  �2Q��2 !N;V � 1Q2 "��Q�� �N;V #2=  �2 lnQ��2 !N;V(l'ultimo passaggio si ottiene eseguendo la derivata). Dunque< (ÆE)2 > =  �2 lnQ��2 !N;V= � ��� ��� lnQ�� �N;V!N;V= ��� < E >�� �N;VQuest'ultimo termine è hiaramente legato alla apaità termia CV = ��<E>�T �N;V , ioè< (ÆE)2 > = kBT 2CVNotiamo inidentalmente he questa formula ha un grande interesse in sé, perhé mostra heCV , he è la variazione dell'energia del sistema dovuta a una solleitazione esterna (l'aumentodi temperatura) è direttamente legato all'intensità delle �uttuazioni spontanee dell'energiastessa in un sistema non perturbato. Questo è ollegato a un importante teorema della teoriadella risposta lineare: il teorema di �uttuazione-dissipazione.Dall'ultima equazione riaviamo la variazione quadratia relativa delle �uttuazioni:p< (ÆE)2 >< E > = pkBT 2CV< E >Ora nel seondo membro notiamo he sia CV he < E > sono quantità estensive, ioè pro-porzionali al numero di partielle N . Pertanto la variazione relativa è proporzionale a N� 12 ,ioè p< (ÆE)2 >< E > � O� 1pN �Per sistemi di dimensioni normali, N � 1023, e le variazioni relative dell'energia dal suo va-lor medio sono quindi trasurabili. La distribuzione dei valori di E è una funzione di larghezzain�nitesima, e possiamo assumere he E =< E > pratiamente su tutto l'insieme anonio.2.4 Trattazione di un sistema semplie, nei due insiemi statistiiConsideriamo un sistema molto semplie: N partielle distinguibili iasuna delle quali puòoupare livello energetio 0 o ". Il mirostato � sistema si può desrivere spei�ando lo statodi iasuna partiella: � = (n1; n2; : : : ; nN ) ; nj = 0; 1



2 INSIEMI MICROCANONICO E CANONICO: APPROFONDIMENTI ED ESEMPI 7L'energia del sistema nello stato � è E� = NXj=1nj"Consideriamo adesso l'insieme miroanonio orrispondente a un erto valore dell'energiaE = m"Il numero dei mirostati di questo livello (la sua degenerazione) è il numero di modi disegliere m oggetti su N : 
(E;N) = N !(N �m)!m!Possiamo alolare entropia e temperatura in questo insieme:S = kB ln
(E;N)e � = �� ln
(E;N)�E �N= 1" �� ln
(E;N)�m �NIn quest'ultima equazione abbiamo impliitamente assunto he N sia su�ientemente gran-de da poter trattare 
 ome una funzione ontinua dim. Se anhe m è su�ientemente grandesi può appliare la famosa approssimazione di Stirling :lnM ! �M lnM �M (M grande)per ui � ln
�m = � ln N !(N�m)!m!�m= � ��m [(N �m) ln (N �m)� (N �m) +m lnm�m℄= ln (N �m) + (N �m)(N �m) � lnm� mm= ln N �mm= ln�Nm � 1�La temperatura (reiproa) è data quindi da� = 1" ln�Nm � 1�



2 INSIEMI MICROCANONICO E CANONICO: APPROFONDIMENTI ED ESEMPI 8oppure e�" = �Nm � 1�mN = 11 + e�"da ui possiamo trovare la relazione he lega � all'energia totale E:E = m" = N" 11 + e�"Studiamo ora lo stesso sistema nell'insieme anonio.Per trovare la relazione tra � ed < E > (ome sappiamo, in questo aso l'energia non èostante sull'insieme) è onveniente passare attraverso la formula per A��A = lnQe < E >= �� (�A)�� �N;VSi parte alolando la grandezza aratteristia dell'insieme, Q:Q = X� e��E�= Xn1; n2; : : : ; nN = 0; 1 e��(n1"+n2"+:::)= Xn1; n2; : : : ; nN = 0; 1 e�n1�"e�n2�" : : :Considerando he iasuno degli n1; n2; : : : ; nN può assumere i due valori 0; 1, si apisehe l'ultima sommatoria è il prodotto di N termini iasuno dei quali vale �1 + e��"� :Q = �1 + e��"�NQuindi ��A = ln�1 + e��"�N= N ln�1 + e��"�e < E > = �� (��A)�(��) �N;V= N "e��"(1 + e��")= N" 11 + e�"lo stesso valore ottenuto dall'insieme miroanonio.


